2 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

2.1 Korper

Definition 2.1.1: Endlicher Korper F, /| Lemma 2.1.3 /
Satz 2.1.4

IF, als Korper definiert mit den Elementen {0,1,...,p — 1}, Addition
z+y:=(x+y) mod pund Multiplikation zy := zy mod p.

VeeFp,z#0,3ycF,:zy=1
2.2 Matrizen

Definition 2.2.1: Matrix / Definition 2.2.3: Nullmatrix,
Einheitsmatrix

m,n > 1, eine (m x n)-Matrix mit Werten in K, oder A € M,,.,(K) hat m Zeilen
und n Spalten, schreibe A = (a;;) mit Eintrag a,; in Zeile i und Spalte j.

0rusn € M (K) besteht nur aus Nullen. Die Einheitsmatrix 1,, ist definiert als

Definition 2.2.5: Addition und Skalarmultiplikation /
Theorem 2.2.7

A, B e men(K)’ dannist C = A+ B mit Cij = Qjj + bl]
Ae men(K),Oé € K,dannist D = aA mit d’L_] = aag;.

A,B,C e Myn(K),a,f € K

A+B=B+ A
A+(B+C)=(A+B)+C
A+®mxn_®mxn+A:A

a(pA) = (aB)A
(a+ B)A =aA+ BA
a(A+ B) =aA +aB



Definition 2.2.8: Matrixmultiplikation / Theorem 2.2.10 /
Beispiel 2.2.13

A € Myxn(K), B € Mpyp(K), dannist C = AB mit ci, == Y5 aijbji.
A € Myyn(K), B € Myyy(K),C € Mpxy(K),D € Myyp(K),0 € K

A(BC) = (AB)C
A(B+C)=AB+ AC
a(AB) = (¢A)B = A(aB)

Ae M, (K) = Al,=1,A=A

Definition 2.2.14: Kommutierende Matrizen |/ Definition
2.2.17: Diagonale und Dreiecksmatrizen / Definition
2.2.19: Invertierbare Matrizen /| Lemma 2.2.20

A,B € M, ,,(K) kommutieren < AB = BA.
Ae M, ,(K)

Aist diagonal <= a;; =0,Vi # j
A ist eine obere Dreiecksmatrix <= a;; = 0,Vi > j

A € M, «n(K) ist invertierbar
< IdB€ Muxn(K): AB=BA=1, =— B=A"

Theorem 2.2.23
(AB)"! = B-14-1
2.3 Elementare Zeilenoperationen

Definition 2.3.1: Elementare Zeilenoperationen/-
umformungen / Definition 2.3.2: Zeilenaquivalent

P(r,s): Zeilen r und s vertauschen
M(r, A): Multiplikation der Zeile » mit A # 0
S(r, s, A): Addition von A mal Zeile r zu Zeile s



A, A’ heissen zeilenaquivalent, wenn man A’ durch endlich viele elementare
Zeilenoperationen auf A erhalt.

Definition 2.3.5: Reduzierte Zeilenform | Theorem 2.3.7 |
Definition 2.3.8: Reduzierte Zeilenstufenform /| Theorem
2.3.9

A ist in reduzierter Zeilenform <—

In jeder Zeile ist der erste Eintrag # 0 eine 1 (fiUhrende 1).
Ausser einer fihrenden 1 sind in derselben Spalte nur 0.

VA € Mun(K),3JA" € M,,«n(K) in reduzierter Zeilenform sodass A, A’
zeilenaquivalent sind.

A ist in reduzierter Zeilenstufenform <—

A ist in reduzierter Zeilenform.
Alle Nullzeilen sind zuunterst.
Die fuhrende 1 einer Zeile liegt immer rechts derjenigen in der Zeile daruber.

VA € Mpyun(K),3JA" € M,,«,(K) in reduzierter Zeilenstufenform sodass A, A’
zeilenaquivalent sind.

2.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition 2.4.2: Lineares Gleichungssystem in
Matrixform

(S) : Az = b ein lineares Gleichungssystem

L(S)={z e K" | Az = b}
Albist A um die Spalte b erweitert

Theorem 2.4.5

(S): Az =b,(S") : A’z =b' mit A|b, A'|b’ zeilendquivalent — L(S) = L(S5’).

3 Vektorraume



3.1 Definitionen und Beispiele

Definition 3.1.1: Vektorraum / Satz 3.1.4 /| Korollar 3.1.5/
Satz 3.1.6

Ein Vektorraum V Uber einen Korper K ist eine Menge mit

Addition: v + w,v,w € V
Skalarmultiplikation av,a € K,v € V
sodass

v+w=w+uv,Vo,weV

v+ (w+u) = (v+w) +u,Vo,w,u eV
N0y eV:VoeV:0p+v=w
VoeV,lweV:iv+w=0y = w=—v
Av+w) =Av+ Aw, VA € K,v,w,e V
A+ p)v= +pu,VA\,pe K,veV
A(pv) = (Ap)v,VA,ue K,veV
lv=v,YVveV

AeKveV

A0y = Oy

Ov =0y

(—=AN)v = —(Av) = A(—v)
AMW=0y = A=0Vv=0y

3.2 Unterraume

Definition 3.2.1: Unterraum [/ Satz 3.2.2

U C Vst ein Unterraum < U # @ und abgeschlossen unter Addition und
Skalarmultiplikation:

ut+velU,Vu,velU

AeUVAe K,iueU
Schreibe U < V.

U<V «—



Oy e U
Au+veU,VAe K,u,v,e V

Satz 3.2.4 | Bemerkung 3.2.5

Viyeooyn €V, U ={Av1+ -+ Avn | Ai € K} = (v1,...,v,) <V heisst die
lineare Hille von vy, ..., v,.

{ov} = (@)
Satz 3.2.8 | Theorem 3.2.9

U<V = U istein Vektorraum.
W<ULV = W<V

UW<V

UNW:={weV|iveUAveW} <V
U+W:={utw|ueclUweW}<V

3.3 Basen von Vektorraumen

Definition 3.3.3: Endlich-Dimensional,

Erzeugendensystem
V heisst endlich-dimensional <— duvy,...,v, endlich viele, sodass
V = (vy,...,v,); dann heisst {vy, ..., v,} Erzeugendensystem.

Definition 3.3.6: Linear (Un-)Abhangig / Satz 3.3.8

{v1,...,v,} heisst linear unabhangig, wenn

avy + -+ + ayv, = 0y = «; = 0,Vi. Sonst heisst {vy, ..., v,} linear abhangig.
vy, ..., U, linear unabhéngig = Vv € (vy,...,v,) kann eindeutig dargestellt
werden.

Lemma 3.3.10 / Lemma 3.3.11 / Satz 3.3.12

Vly...,Un €V

v; = M, A € K,A#0,i # j = linear abhangig



v1,...,v, linear unabhangigund cq,...,c, € K, alle #0 — cjv1,...,Cp0n,
linear unabhangig

0Oy =v; = linear abhéngig

v e V,v# 0y = v linear unabhangig
Oy ist linear abhangig

v1,..., Uy linear unabhangig, vnp+1 € (vi,...,vn) = v1,...,Upn, Uns1 linear
unabhangig.

Definition 3.3.13: Basis

Eine Basis von V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Theorem 3.3.15 / Korollar 3.3.16

Jedes endliche Erzeugendensystem enthélt eine Basis.

Jeder endlich-dimensionale Vektorraum hat eine Basis.

Lemma 3.3.17: Austauschlemma / Satz 3.3.19:
Austauschsatz | Korollar 3.3.20

B ={vy,...,v,} Basis von V mit
weV,w#0y,w=a1v;+ -+ a,,a; #0 = B ={v1,...,0_1,W,0j41,...,Vp}
auch eine Basis von V.

v1,...,v, Basisvon V mit wy,...,w; linear unabhéngig = k < n,3(n — k)
Basisvektoren, die zusammen mit wq, . .., w;, eine Basis von V bilden.

Alle Basen von V haben dieselbe Anzahl Elemente.

Definition 3.3.21: Dimension

B Basis von V, dann ist die Dimension von V definiert als dimg V = |B|. Wenn V
nicht endlich-dimensional, dann ist dimg V = .

Satz 3.3.23 | Satz 3.3.24
dimV = n,v1,...,v, € V, aquivalente Aussagen:

v1,..., U, linear unabhangig



vy, ..., v, Erzeugendensystem

v1,...,V, Basis
k<n = wvi,...,v, kein Erzeugendensystem
k>n = wvy,...,v, linear abhangig

3.4 Basen von Unterraumen

Theorem 3.4.4

V endlich-dimensional mit U, W < V, dann gilt:
dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W).

Kann nicht einfach ftir drei UnterrGume angepasst werden.

Definition 3.4.7: Komplement

U <V, dann ist W ein Komplement von
U= U+W=VAUNW={0y} <= UsW=V.

4 Lineare Abbildungen

4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1.1: Homomorphismus | Endomorphismus

T :V — W ist linear oder heisst Homomorphismus falls
T(av+u) = aTv+ Tu,Va € K,u,v € V.

T : V — V heisst Endomorphismus.

4.2 Kern und Bild
Definition 4.2.1: Kern / Bild | Lemma 4.2.3

T:V — W linear.

Der Kernvon T istker(T) :={v eV | Tv =0y} < V.
Das Bild von T ist im(T) := {Tv |v e V} < W.

Satz 4.2.6



T:V — W istinjektiv <= ker(T) = {0y }.
Definition 4.2.8: Rang

rk(T) := dim(im(T))

Theorem 4.2.9

T:V - Wlnear.dimV =1k T + dimker T

Korollar 4.2.10
T:V — W linear.

dimW < dimV = T nicht injektiv.
dimW > dimV = T nicht surjektiv.
dimW =dimV = T bijektiv < T injektiv <= T surjektiv

Definition 4.2.13: Isomorphismus /| Bemerkung 4.2.17

T :V — W heisst Isomorphismus, falls 35 : W — V : ST =idy ATS = idy, wir
schreiben S =T"! «— T =871,

JT : V — W Ilsomorphismus <— V = W.

T : V — V Isomorphismus heisst Automorphismus.
Theorem 4.2.22

dimgV =dimgW <— V=W

4.3 Lineare Abbildungen als Matrizen

Definition 4.3.1: Abbildungsmatrix

T : V — W mit Basen B, C von V, W. Die Abbildungsmatrix von T ist [T]2 = (a;;)
mit Tbj = Zyil a;i;Ci.

Satz 4.3.7

V,W,U mit Basen A,B,Cund T :V — W,S: W — U, dann qilt:
(ST = [SIG[T]5-



4.4 Matrizen als Lineare Abbildungen

Lemma 4.4.3 | Bemerkung 4.4.4

L[T]B — T

C

[Lalg =4
Nicht kanonisch, sondern von Basen abhangig!
Satz 4.4.5
T ist ein Isomorphismus <= [T invertierbar, dann gilt: [T~]2 = ([T]5)".
4.5 Basiswechsel

Definition 4.5.1: Basiswechselmatrix /| Satz 4.5.3

V mit Basen B, B’, dann ist die Basiswechselmatrix von B nach B’ als
Koeffiziententransformationsmatrix [id)Z, mit [id]Z = ([id]5,) .

Theorem 4.5.5
T :V — W mit Basen B, B',C, C’, dann gilt: [T5, = [idw|%,[T)Z[idv]5 "
Definition 4.5.10: Ahnlich, Aquivalent / Korollar 4.6.3

A, B sind ahnlich falls 3P € GL,, : B= P~ AP, schreibe

A~ B < rk(A) =rk(B).

A, B sind aquivalent falls 9P, Q € GL,, : B= PAQ (auch fur nicht-
guadratische Matrizen).

4.6 Zeilenrang = Spaltenrang

Definition 4.6.5: Transponierte

B= A" mitb; = aj;

4.7 Zuriick zu Linearen Gleichungssystemen

Lemmad4.7.1



dim L(S,) = n — rk(A)
Satz 4.7.9 | Korollar 4.7.10

A € Myyn(K)

rk(A) = rk(AJb) <= Az = b hat eine L6sung.

rk(A) =rk(A[|b) = n <= Az = b hat genau eine Losung.

5 Gruppen und Ringe

5.1 Gruppen
Definition 5.1.1: Gruppe

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Operation + : G x G — G mit

(9g+h)+k=g+ (h+k),Yg,hkecG
VeG:g+0=0+g=9,YVge G

Vgc G,3g'cG:g+gl=9g1+g=0
abelsch: g+ h=h+g¢,Yg,h € G

5.2 Ringe
Definition 5.2.1: Ring

Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Operationen +,-: R x R — R mit

(R, +) ist eine abelsche Gruppe
(a-b)-c=a-(b-¢),Va,b,ce R
Jd1eR:1-a=a-1=a,YVa € R\ {0}
a-(b+c)=a-b+a-chN(b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,ce R
kommutativia-b=0>b-a,Va,b € R

6 Vektorraume Linearer Abbildungen



6.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 6.1.1: Vektorraum der Homomorphismen /
Satz 6.1.2 /| Korollar 6.1.4

Homg(V,W)={T :V — W | T linear} ist ein Vektorraum mit
dim Homg (V, W) = dim V dim W.

6.2 Der Duale Vektorraum
Definition 6.2.1: Dualraum
V* := Homg(V, K)

Definition 6.2.4: Elemente des Dualraums / Satz 6.2.5/
Definition 6.2.7: Duale Basis

V mit Basis B = (vy,..., vn), dannist B* = (v7,. .., vy) eine Basis von V*
(genannt duale Basis) mit v} (v;) := di;.

Satz 6.2.9 | Korollar 6.2.10

id]g: = ([id]5) " = (([d)g) )7

6.3 Die Duale Abbildung
Definition 6.3.1: Duale Abbildung
T :W* > V* L~ LT

Satz 6.3.5/ Theorem 6.3.9

(ST)* = T*S*

T8 = ([T18) "

6.4 Annullator

Definition 6.4.1: Annullator



U <V, dann ist der Annullator
Ut ={lecV*|ltu=0y,VuecU}={LeV*|LU={0y}}.

Oder: £ € U+ <= U < ker/.
Theorem 6.4.5

U<V:dimU +dimU+ =dimV
Satz 6.4.6 /| Korollar 6.4.7

(imT)* = ker(T*)
(ker T)* = im(T*)
T ist injektiv < T'* ist surjektiv
T ist surjektiv < T'* ist injektiv

6.5 Reflexivitat

Definition 6.5.1: Bidualraum
Bidualraum: V** := (V*)*

7 Quotientenraume

7.1 Definition und Erste Eigenschaften

Definition 7.1.1: Quotientenraum

U <V, dann ist der Quotientenraum
VU ={v]|veV}={v+U|veV}={{v+u|uecU}|veV}]

Satz 7.1.4 | Korollar 7.1.5 | Satz 7.1.6

qu : V — V/U,v — [v] die kanonische Quotientenabbildung mit ker(qy) = U und
im(qy) =V/U.

dmV/U =dimV — dim U
U,W<VmitUe W =V, damitisty: W — V/U mity = gy |,

Satz 7.1.10



{WCV:U<SW<LSV} - {XV/U},,W+— W/U isteine 1: 1 Korrespondenz.
7.2 Die Isomorphiesatze

Theorem 7.2.1: Erster Isomorphiesatz

T:V — W, damit T : V/ker(T) — im(T) mit

T
|4 » W
Qker(T) O C
T
V /ker(T) p im(7)

Theorem 7.2.2: Zweiter Isomorphiesatz

UW<Vmiti: U= VIS V/W,u— gw(u), somitker(z) = U N W und induziert
1 U/UNW) = (U+W)/W.

Satz 7.2.3
U<W<<Vmitwyw:V/U—=V/W,v+U+— v+ W und
vV
qu aqw
wU,w
V/U > V/W

Theorem 7.2.4 Dritter Isomorphiesatz

U<W <V, dannist ker(wyw) = W/U und wyw = (V/U)/(W/U) =, V/W.

8 Determinanten



8.2 Permutationen

Definition 8.2.1: Permutation / Transposition / Satz 8.2.3
| Satz 8.2.6 | Definition 8.2.11: Vorzeichen der
Permutation

o:{1,...,n} — {1,...,n} bijektiv heisst Permutation. Eine Transposition
vertauscht nur zwei Elemente.

{o} = S, ist eine Gruppe unter o mit n! Elementen.

Jede Permutation kann als endliche Verkntpfung von Transpositionen
geschrieben werden.

Eine Permutation heisst gerade oder ungerade abhangig von der Anzahl nétigen
Transpositionen. sgn(o) = 1 wenn gerade, sgn(o) = —1 wenn ungerade.

8.2 Determinantenfunktionen

Definition 8.3.2: n-Linearitat /| Definition 8.3.5:
Alternierend

f heisst n-linear, wenn
flor, ..., vi +u,y ... vn) = Af(v1y .oy Uiy oy on) + f(U1, .00 Uy .oy UR).

f heisst alternierend, wenn fur v; = vis1 = f(v1,...,vi,Vit1,...,0n) = 0.

Lemma 8.3.7

Wenn f alternierend und n-linear ist, gilt:

f(viy e 305V 00) = = f(V1, 0+ Vig1, Uiy - -, UR)
v, =v5,1F#j = f(v1,...,0i...,0j,...,0,) =0
f(vl7---7Ui)---7vj7'--7vn) = —f(’vl,...,'vj,...,vi,...,vn)

Definition 8.3.8: Determinantenfunktion / Korollar 10.2.2

Eine Determinantenfunktion D ist

n-linear in den Spalten/Zeilen
alternierend in den Spalten/Zeilen



D(1,) =1
Theorem 8.3.16
D(4) = ¥ s, 580(0)ao(1),180(2)2 " ** Gon)n
10 Zuriick zu Determinanten

10.2 Erste Eigenschaften
Satz 10.2.1/ Satz 10.2.3

det A=det A"

Elementare Zeilenumformungen:

B=P(r,s)A = detB= —det A
B=M(r,A\)A = detB= \Adet A
B=S(r,s,\)A — det B=det A

Theorem 10.2.5 | Korollar 10.2.7
A B
M= (@ 0)

mit A, C quadratisch, dann ist det M = det A det B.

M eine obere Dreiecksmatrix, dann det M = mi1mas - -

* mnn.

10.3 Determinanten und Invertierbarkeit

Satz 10.3.2 | Korollar 10.3.3 / Korollar 10.3.4

det AB = det Adet B
det(A~1) = det(A) !

B=C1AC = detB=detA

Definition 10.3.7: Kofaktormatrix /| Adjunkte Matrix

Kofaktormatrix C' = (c;;) mit ¢;; = (—1)"17 det A;;.



Adjunkte Matrix adj(4) = C .

Satz 10.3.11 / Lemma 10.3.12 | Theorem 10.3.13
A-adj(A) = det(A) - 1,

adj(A) - A = det(4) - 1,

A1 = det(A)! - adj(A)

10.4 Die Determinante eines Endomorphismus

Definition 10.4.1: Determinante des Endomorphismus /
Lemma 10.4.2

T :V — V mit Basen B, C, dann ist det T = det[T]5 = det[T)]S.

Satz 10.4.4

det(ST) = det Sdet T
T Isomorphismus <= detT # 0 = det(T ') = det(T)*
det(idv) = 1,det(0y) =0

12 Eigenwerte und Eigenvektoren

12.1 Definitionen und Erste Eigenschaften
Definition 12.1.1: Eigenwert | Eigenvektor
T:V-=V

A € K ist ein Eigenwertvon T"wenn dv € V,v # 0y : Tv = \v
v € V,v # Oy ist ein Eigenvektor von T' zum Eigenwert A wenn Tv = \v

o(T) := {)\ Eigenwert von T'}
Korollar 12.1.5
Aquivalente Aussagen:

Aeo(T)



ker(T — Aid) # {0y}
T — \id ist kein Isomorphismus
det(T — Aid) =0

12.2 Das Charakteristische Polynom

Definition 12.2.1 | Definition 12.2.3: Charakteristisches
Polynom

x4(z) = det(A — z - 1,,) ist das charakteristische Polynom von A.

xr(z) = det([T)5 — = - 1,,) ist das charakteristische Polynom von T.

Theorem 12.2.5

Aeo(T) <= xr(\) =0.

o(T) ={A € K [ xr(A) = 0}

Satz 12.2.9

xr(z) = (=1)"z" 4+ (1) ' Tr(T)z™ 1 + - - - + det(T)
12.3 Diagonalisierung

Satz 12.3.2 | Korollar 12.3.4

A1, ..., A, verschiedene Eigenwerte mit v; Eigenvektor zu \;, — wvq,...,v, Sind
linear unabhangig.

dimV = |o(T)| = V hat eine Basis aus Eigenvektoren; T ist diagonalisierbar.

Definition 12.3.5: Diagonalisierbarkeit

T : V — V ist diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von T'
besitzt.

A € M,.,(K) ist diagonalisierbar, wenn T'4 diagonalisierbar ist.

12.4 Eigenraume

Definition 12.4.1: Eigenraum /| Lemma 12.4.2



Eigenraum von \ist Ey := {v € V | Tv = Av} = ker(T — Mid) < V.

Satz 12.4.8 | Korollar 12.4.9

Ex+-+E\=FE), & - ®E),

T diagonalisierbar <= dimV =dimE), +---+dim E},

12.5 Algebraische und Geometrische Vielfachheit

K algebraisch abgeschlossen.

Definition 12.5.2: Geometrische |/ Algebraische
Vielfachheit

geometrische Vielfachheit: gy = dim FE,,
algebraische Vielfachheit: ay = Vielfachheit Nullstelle von xr())

Satz 12.5.4 | Korollar 12.5.5 | Theorem 12.5.6

gr < ay
T diagonalisierbar <= g, = a,,,V1 <i¢<n
Aquivalente Aussagen:

T diagonalisierbar
gy =ay, VA € o(T)

xr(z) = [Tiq (A — z)9
V= @?:1 E)‘i

13 Das Minimale Polynom

Definition und Erste Eigenschaften

Definition 13.1.8: Minimales Polynom /| Lemma 13.1.9 /
Satz 13.1.10

Das minimale Polynom von T ist das monische Polynom mr(z) € K|[z] kleinsten
Grades mit mp(z) = 0.



Das minimale Polynom ist wohldefiniert und eindeutig.

Satz 13.1.14 | Korollar 13.1.15

K algebraisch abgeschlossen, mit

-3 3)

dann ist m¢(z) = lem(ma(x), mp(x)).

Wenn
A 0
0 A, O
C —
0 A
dann ist mg(z) = lem(my, (x),...,mq,(x)).

13.2 Der Satz von Cayley-Hamilton

Theorem 13.2.1: Cayley-Hamilton

xr(T) =0

Korollar 13.2.2

mr(z) | xr(x)

Lemma 13.2.4 | Satz 13.2.5
T:V->V,W<VmtT(W)CWundT' =T |, dann gilt xr(z) | xr(z).

T:V-oV,oeV,W=(wTwT?w,...) = TW)CW,T' =T |, = xo(T")v=I

14 Die Jordan'sche Normalform einer
Matrix

14.1 Definition und Theorem

Definition: Jordanblock /| Lemma 14.1.1



Ein Jordanblock hat die folgende Form:

(A 1 0 - \
0 A 1 o ---
Jn(A) = =A-1,+ N,
o0 A1
\ Y

mit einzigem Eigenwert A\, gx = 1,ax = n, Ex = (e1), my,(z) = (z — A)".

Theorem 14.1.2: Jordan'sche Normalform

T :V — V,dB Basis von V, sodass
Jn1(a1)
an(a2)
715 =

Jnk (ak)

eindeutig ist (abgesehen von der Vertauschung der Blocke).

14.2 Eigenschaften der Jordan'sche Normalform

Lemma 14.2.2

A 0
C = (@ B) EMan(K)aAEMZXZ(K)

mitU = (e1,...,e0), W ={(epi1,--,ex),v=ut+weV,v#0p,uc UweW.
Dann gilt: v ist Eigenvektor von C zu A € 0(C) <= Au = Au A Bw = \w.
Zusatzlich: E,(C) = E\(A) @ E\(B) und damit g»(C) = gx(4) + gA(B).

Theorem 14.2.3

g = #Jordanblocke mit Eigenwert A

arithmetische Vielfachheit von A in mr(z) = L&nge des grdssten Jordanblocks
mit Eigenwert A

a) = kombinierte Lange aller Jordanblocke mit Eigenwert A

14.3 Verallgemeinerte Eigenraume



Definition 14.3.1: Verallgemeinerter Eigenraum /
Lemma 14.3.3

Ey = U2, ker(T — Aid)? = ker(T — Aid)"
Lemma 14.3.2

T:V—=>V,veV,v+#0y, T =0y aber T* v # 0y = v,Tw,...,T* v sind
linear unabhangig.

Definition 14.3.4: Jordankette

v € E\,v # 0y, k > 1 minimal, sodass (T — \id)*v = 0y.. Dann ist
{v,(T — Xid)w, ..., (T — Xid)* v} die Jordankette von v.

Lemma 14.3.8 | Satz 14.3.9 | Korollar 14.3.10
T(E,) C E,
A =0o(T|3)

Tma < ax(T) : xg, (2) = (A — 2)™

Lemma 14.3.12

Ex+---+E,=E,® --0F),

vgl.

Theorem 14.3.15 | Korollar 14.3.16

TV—>V — V:@)\GU(T)E')\'

14.4 Beweis der Jordan'schen Normalform fir
Nilpotente Abbildungen

Theorem 14.4.1 | Korollar 14.4.4

Fur eine nilpotente Abbildung N : V — V gibt es eine Basis von V bestehend aus
Jordanketten.



Dies gilt auch fur ein allgemeines T : V — V, wo E, eine Basis bestehend aus
Jordanketten von T ‘EA hat.

14.5 Berechnung der Jordan'sche Normalform

Satz 14.5.7

C~1J,(A)C in Jordan'sche Normalform <=

ml w2 e o o wn

O ml PR xn_l
C =

0 0 T1

15 Euklidische und Hermitesche Raume

15.1 Normierte Raume

Definition 15.1.1: Norm
K € {R,C}, dann ist eine Norm auf V Vektorraum || - || : V' — R mit

|lu+ || < ||lu|l + [|v]|, Vu, v € V (Dreiecksungleichung)
|law|| = |a||v]|, Va € K,v € V ("Linearitat")
vl =0 = v = 0y (Nicht-Degeneriertheit)

Definition 15.1.6: Einheitsvektor, Distanz | Bemerkung
15.1.7

v heisst Einheitsvektor <— ||v| =1

Distanz zwischen v, w ist d(v, w) := ||jv — w||

Normalisierung von v ist -1 - .

gl

15.2 Innere Produkte



Definition 15.2.1: Inneres Produkt fiir Euklidische
Raume / Bemerkung 15.2.4

K =R, dann ist ein inneres Produkt auf V' Vektorraum (-,-) : V' x V. — R mit

Linearitat in der ersten Variablen:

(a1 + v9,w) = a (v, w) + (vy, w),Va € K,v1,v9,w €V
Linearitat in der zweiten Variablen:

(v, w1 + w2) = a (v,w1) + (v,w2),Va € K,v,wi,ws € V
Symmetrie: (v, w) = (w,v),Yv,w € V

Positivitat: (v,v) > 0,Vv € V' \ {0y}

Dann heisst (V, (-, -)) euklidischer Raum.

Standard-inneres Produkt: (u,v) = u'v=u"1,v.

Definition 15.2.6: Inneres Produkt fiir Hermitesche
Raume / Bemerkung 15.2.8

K = C, dann ist ein inneres Produkt auf V' Vektorraum (-,-) : V- x V. — C mit

Linearitat in der ersten Variablen:
(avy + v9,w) = a (v, w) + (vy,w),Va € K, v1,v9,w €V
Sesquilinearitat in der zweiten Variablen:

(v, awy +w2) = a(v,w1) + (v,ws),Va € K,v,wy, wy €V

Hermitesche Eigenschaft: (v, w) = (w,v),Vv,w € V
Positivitat: (v,v) > 0,Vv € V' \ {0y}
Dann heisst (V, (-, -)) hermitescher Raum.

Standard-inneres Produkt: (u,v) = u'v=u'1,v.

Lemma 15.2.9

V innerer Produktraum, dann gilt:

(Oy,v) = (v,0y) =0,Yvo eV
(v,w) =0,YveV = w=0y

<v,w1) = <’U, ’U)Q),V’U eV = w; =wy



Satz 15.2.10

V innerer Produktraum, dann ist ||v|| := 4/ (v, v) eine Norm.

Lemma 15.2.11: Cauchy-Schwartz-Ungleichung

V innerer Produktraum, dann ist | (u,v)| < |lul| - ||v||, Vu,v € V mit Gleichheit
<= u,v linear abhangig.

Lemma 15.2.12
V euklidisch, dann ist (u,v) = +(|ju +v||* — [Ju]®> — ||v]|?), Vu,v € V.
Definition 15.2.14: Orthogonal / Orthonormal

vlw <= (v,w)=0
S C V ist ein orthogonales System <— u | v,Vu,v € S
orthogonales System S C V ist orthonormal <—- |jv|| =1,Yv € S

Satz 15.2.16: Satz des Pythagoras

V innerer Produktraum, u L v € V. = |Ju+v| = ||ul|*> + ||v||.

Definition 15.2.17: Projektion /| Bemerkung 15.2.18

v € V,v # Oy, dann ist die Projektion von u auf v definiert als proj, (u) := 55 - v.
u L v#0y <= proj,(u) =0y

Lemma 15.2.20

v+#0y = u— proj,(u) L v

15.3 Konstruktion innerer Produkte

Definition 15.3.1

A€ Mpn(R), (u,v) 4 :=u' Av

Definition 15.3.2: Symmetrisch

A€ M,,,(K) istsymmetrisch <= A=A" < a;; = a;.



Lemma 15.3.3
A € M, ,,(R) symmetrisch = (u,v) 4, = (v,u) 4, Vu,v € R".
Definition 15.3.5: Positiv Definit

A € M,n(R) symmetrisch ist positiv definit
— (v,v), =v Av>0,Yv € R" v # 0.

Satz 15.3.7

A e M,,,(R), dannist (-, -) , ein inneres Produkt <= A positiv definit.

Definition 15.3.9

B € Myn(C), (u,v)p = u' By

Definition 15.3.10: Adjungierte, Hermitesch
B € Myxn(C)

adjungierte Matrix von B ist B* = B
Bist hermitesch <= B = B* <= b;; = bj

Definition 15.3.13: Positiv Definit

B € M,,,.,(C) hermitesch ist positiv definit <= (v,v)z =v'Bv > 0,Yv € C",v #0

Satz 15.3.15

B e M, .,(C), dann st (-, -) z ein inneres Produkt <= B positiv definit.
15.4 Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
Satz 15.4.1

S C V orthogonales System mit Oy ¢ S = S linear unabhangig.
{v1,...,v,} orthogonales System mit v; # 0y,V1 < ¢ < n und

(v,0;)
(v3,05)

Vv=a1V] + -+ ayv, — a; =



Theorem 15.4.4: Gram-Schmidt-
Orthogonalisierungsverfahren

v1,...,v, Basisvon V, dannist wy,...,w, mitw; = v; und
wj = vj — g;} proj,,.v; eine orthogonale Basis von V.

Fur Orthonormalisierung kann man folgende Formel anwenden:
v1,...,v, Basisvon V, dannist wy, ..., w, mitw; = ﬁ und

o =S eV ws = e i
wi = vj — Y i (Vj, wi)wi, wj = W eine orthonormale Basis von V.

15.5 Das orthogonale Komplement

Definition 15.5.1: Orthogonales Komplement /
Bemerkung 15.5.2

@ # S C V, dann ist das orthogonale Komplement von S definiert als
St:={veV|(vs)=0,Vsc S}

S ={v} = vt:={v}"
0 =Vund V+ = {0y}
Lemma 15.5.3
GASCV

St<v
SNSte{z,{oy}}
SCTCV = T+Cg§+
LH(S)* =8+

S C (SL)L

Theorem 15.5.4
U<V = V=UqU"*

Definition 15.5.9: Orthogonale Projektion | Bemerkung
15.5.10



U<V,veVmitv=u+w,u € U,w e U'. Definiere die orthogonale Projektion
von v auf U als pry(v) = u.

Vu e U : pry(u) = u
Lemma 15.5.11

pry ist linear
ker(pryy) = U+ Aim(pry) = U
v—pry(v) eUH, Yo eV

Satz 15.5.12 | Korollar 15.5.13
U<V = U= (U4H)*

U<V — dimV =dimU + dimU*

15.6 Q R-Zerlegung

Definition 15.6.1: Orthogonale und Unitiare Matrizen /
Lemma 15.6.3 / Bemerkung 15.6.4 | Satz 15.6.5

A € M,..,(R) ist orthogonal <= Spaltenvektoren bilden eine orthonormale
Basis < A!=AT.0(n) = {4 € M,.,(R) | A orthogonal}

B € M,,,(C) ist unitdr <= Spaltenvektoren bilden eine orthonormale Basis
<= B '=B*.U(n):={B € M,,,(C) | Bunitér}

AeO(n) < AT €O(m)und BeU(n) < B* <€ U(n)

O(n) ist eine Untergruppe von GL,(R) und U(n) ist eine Untergruppe von GL,(C)

Theorem 15.6.6

Ae GL,(R) = 3Q € O(n), R € M, ,(R) obere Dreiecksmatrix sodass
A= QR.
Be GL,(C) = 3Q € U(n), R € Mx,(C) obere Dreiecksmatrix sodass
B = QR.

Wir finden @Q = (wy, ..., w,) hach Gram-Schmidt-Orthogonalisierung und
Normalisierung und



(vi,w1) (v, w1) -+ (vp,w1)
0 (va,w2) -+ (Un,w2)
6 .. O. (vn,.wn>
Theorem 15.6.9

C x

Ae Myn(K),r=1k(A) = IQ €U(n),R = (O 0

),C € M,..(K) obere

Dreiecksmatrix, sodass A = QR.

15.7 Dualraume von Inneren Produktraumen

Definition 15.7.1: o-Abbildung / Lemma 15.7.2
u €V, definiere ¢, (v) := (v, u).

Y, €EViVueV

Theorem 15.7.3: Darstellungssatz von Riesz |
Bemerkung 15.7.4

eV = FueV:p=y,
®:V = V* u— ¢, ist bijektiv.
Satz 15.7.6

U<V = &U"*) < V* entspricht dem Annihilator.

15.8 Die adjungierte Abbildung

T:V — W linear

Definition 15.8.1: Adjungierte Abbildung / Satz 15.8.3 /
Bemerkung 15.8.4

Die adjungierte Abbildung von T'ist T* : W — V sodass
(Tv,w)y = (v, T*w)y,Yve V,we W.

T* ist wohldefiniert und linear.



id* =id
(1) =T

Satz 15.8.6

T;.. : W* — V* die duale Abbildung, dann ist 7* = &,

Bemerkung 15.8.7

Identifikationen:

V*mitV
U+ Annihilator mit U+ orthogonalem Komplement
T - W*—=V*mitT*: W >V

Lemma 15.8.8 /| Lemma 15.8.9

SST:V->W,R:W—>U

(S+T)"=8"+T"
(AT)* = X T*, YA e K
Ty =

(RT)* = T*R*

ker(T*) = im(T)*
ker(T) = im(T*)*
im(T*) = ker(T)*
im(T) = ker(T*)*

*
0Ty © Pw.

15.9 Die Abbildungsmatrix der adjungierten

Abbildung

Lemma 15.9.1 / Satz 15.9.2 | Korollar 15.9.3

T :V — W mit orthonormalen Basen B =
A = (ai) = [T

T*)5 = ((T)6)"

A€ Mym(K) = (Ta)* = Ta-

(vi,...,
, dann ist aj; = <T’Uz’,’w]'>W.

vp),C =

wm) und

(wi,...,



16 Spektraltheorie

16.1 Normale Endomorphismen

Definition 16.1.1: Orthogonal Diagonalisierbar

T : V — V ist orthogonal diagonalisierbar < V hat eine orthonormale Basis
aus Eigenvektoren.

Lemma 16.1.3

T orthogonal diagonalisierbar — TT* =T*T.

Definition 16.1.5: Normale Abbildungen | Bemerkung
16.1.6 / Satz 16.1.7

T:V —Vistnormal <— TT* =T*T.
A € Mpxn(K)istnormal < AA* = A*A.

A€ O(n) = Anormalund B € U(n) = B normal

T orthogonal diagonalisierbar = T normal (aber nicht umgekehrt!)

T : V — V normal, B orthonormale Basis = [T|5 normal.

A € M, «,(K) normal, Standard-inneres Produkt — T4 : K™ — K™ normal.

Lemma 16.1.9

T:V — V normal

|Tv|| = ||T*v||,Vv eV

T — Aid normal VA € K

v Eigenvektor von T zu A — v Eigenvektor von T* zu A

v1, vy Eigenvektoren von T zu verschiedenen Eigenwerten — v; L vy

Theorem 16.1.10: Spektralsatz tiber C | Korollar 16.1.12
| Korollar 16.1.13

T : V — V Uber C orthogonal diagonalisierbar <= T normal.



T :V — V Uber R, wenn V eine Jordanbasis hat — T orthogonal
diagonalisierbar.

A€ M,,,(C)normal = 3U € U(n) : U ' AU diagonal.

16.2 Spektraltheorie liber R
Lemma 16.2.1

T : V — V Uber R orthogonal diagonalisierbar — T* =T.

Definition 16.2.2: Selbstadjungiert / Satz 16.2.3 /
Bemerkung 16.2.4

T : V — V heisst selbstadjungiert <— T =T".
A € M,n(K) heisst selbstadjungiert <= A = A*.

T : V — V selbstadjungiert, B orthonormale Basis = [T]5 selbstadjungiert.

A € M, «n(K) selbstadjungiert, Standard-inneres Produkt — T4
selbstadjungiert.

T selbstadjungiert — T normal.
Satz 16.2.6
T : V — V selbstadjungiert

o(T) CR
x7(z) zerfallt in Linearfaktoren

Theorem 16.2.7 | Korollar 16.2.8

T : V — V uber R orthogonal diagonalisierbar <= T selbstadjungiert.

A € M,,.,(R) selbstadjungiert / symmetrisch = 30 € O(n) : OT AO diagonal.

18 Isometrien

18.1 Definition und erste Eigenschaften



Definition 18.1.1: Isometrie /| Bemerkung 18.1.3 / Lemma
18.1.4

T :V — W heisst Isometrie <= ||Tv||lw = ||v||v.
Isometrien sind injektiv.

T:V — W ist eine Isometrie <= (Tvi,Tv2)y = (v1,v2)y, Yv1,v2 € V.

Satz 18.1.5/ Satz 18.1.6 /| Beachte 18.7.1

T : V — V linear. Aquivalente Aussagen:

T ist eine Isometrie

vV orthonormale Basis B ist T'B auch eine orthonormale Basis

TT* =id =T*T

T* ist eine Isometrie

B orthonormale Basis = [T]8 € U(n)

A € U(n) = T4 isteine Isometrie beziglich des Standard-inneren Produkts
A€ O(n) = detA=+1

BeU(n) = |detB| =1

Lemma 18.1.8: Spezielle Orthogonale und Unitare
Matrizen

Die Untermenge der speziellen orthogonalen Matrizen
SO(n) :={A € O(n) | det A =1} C O(n) ist eine Untergruppe von O(n).

Die Untermenge der speziellen unitaren Matrizen
SU(n):={B e U(n) |det B=1} C U(n) ist eine Untergruppe von U(n).

18.2 Klassifikation der Elemente in O(2) und
SO(3)

Lemma 18.2.1

A€ O0(n) = o(4) C {1}



Lemma 18.2.2 | Satz 18.2.3 | Korollar 18.2.4
veR? ||v]| =1 = 30 €[0,27) : v = (cosb,sinb)
Aec0(2)

cosf —sinf

det A=1 — 30 € [0,2m): A= Rp = <sin9 cos 0

) (Rotation gegen den
Uhrzeigersinn um 6)
detA = -1 — El BaSlS B - (Ulyv2) : [TA]E = (

)

1 0
0 _1> (Reflexion in LH (v1)

T:V —-ViberRmitdimV =2,detT = —1 — 3 orthonormale Basis B sodass

mg=(y )

Satz 18.2.5

A€ SO3) = 1€ 0(A),3IB = (v1,v2,v3) orthonormale Basis und 6 € [0, 27)
sodass

1 0 0
[T4]B= 10 cosf —sind
0 sinf cos@
—1l€0(d) = 0=
—1¢0(Ad) = 0+

19 Tensorprodukte von Vektorraumen

19.1 Die aussere direkte Summe zweier
Vektorraume

Definition 19.1.1: Aussere direkte Summe / Bemerkung
19.1.3/ Lemma 19.1.4

V @ W mit Elementen (v,w) e Ve W,v e V,w e W und

a(vy, w1) + (ve, wy) = (avy + Ve, qwy + wW3).



Damitistkonkret Ve W 2V xWundauchVeV 2V xV V2,
dim(Ve W) =dimV + dim W

V, W <V & W mit kanonischen Injektionen

19.2 Komplexifizierung

Definition 19.2.2: Komplexifizierung / Bemerkung 19.2.3
| Beispiel 19.2.5

Komplexifizierung Vi Uber C von V Gber Rist V & V mit
(a + bi)(u,v) := (au — bv, bu + av).

i(ua ’U) - (—’U, u)

V' < Ve mit kanonischer Injektion ¢ : v — (v, 0y)
(R")c = C"
Satz 19.2.3 | Bemerkung 19.2.7

V ={0} = V¢ ={0}undV # {0} mit R-Basis
B = {vy,...,v,} = B¢ ={(v1,0v),...,(v,,0y)} ist eine C-Basis von V¢ mit
dim@ V(c = dimR V.

Bgr = {(v1,0v),...,(vs,0y), (0y,v1),...,(0y,v,)} ist eine R-Basis von V¢ mit
dimR V(c =2 dim(c V@.

Theorem 19.2.8

T:VoW — IWTe:VeosWe:iyyoT =Teowy

Lemma 19.2.9

[Telos = [T]& und x7(z) = X7 (@)

19.3 Vektorraume uber einer freien Menge

Definition 19.3.1: Vektorraum uiber Menge / Bemerkung
19.3.2

S Menge, K Korper. Der von S erzeugte K-Vektorraum K(S) ist definiert mit:



Elemente von K(S) sind formale Summen: v =) _sa,-s

Addition: Y gas s+ > . coBs 5= cqlas+8s) s
Skalarmultiplikation: A (>, cgas-s) = > cs(Aas) - s

|S| < oo = dim K(S) = |S|, S ist eine Basis von K(5).
19.4 Konstruktion des Tensorproduktes

Definition 19.4.1: Tensorprodukt /| Bemerkung 19.4.2 |
Bemerkung 19.4.3 | Beispiele 19.4.4

V, W endlich-dimensional Gber K mit Basen vq,...,v, und wy,...,w,, WIr
definieren S := {v; @ w; | 1 <1i <n,1 < j <m} und das Tensorprodukt
Veg W := K(S). Elemente: >, .a;; - v; ® wj,a;; € K.

dim(V@ W) = dim V dim W
v ® w heisst reiner Tensor.

KK>~KmitBasis1®1
VK=V
V® {0} = {0}

Satz 19.4.7 | Satz 19.4.9

U,V,W Vektorraume, ® : V x W — U bilinear — Jl¢: V® W — U linear,
sodass g o ® = .

ist unabhangig von der Wahl der Basen.

Lemma 19.4.11

UQ(VaW)=(UQQV)W
U(VeW)=2(UV)ed (U W)

Satz 19.4.12 | Lemma 19.4.13

T: V>V S W-oW — ATRS: VW — V'® W'sodass
(T®S)(vew)=Tv® Sw.



T: VoV, W-W = Tr(T®S)="Tr(T)- Tr(S)
19.5 Komplexifizierung revisited

Satz 19.5.1

v : Ve = VRrC,(u,v) —u®l+v®iist ein Isomorphismus von R-
Vektorrdumen.

Definition 19.5.3: C-Skalarmultiplikation auf V @i C /
Lemma 19.5.5

B-(v®a):=v® Ba

dimcV Qr C = dimr V

Satz 19.5.6

vy aus ist ein Isomorphismus von C-Vektorraumen.

19.6 Tensorprodukte linearer Abbildungen
Satz 19.6.1 / Lemma 19.6.3

Lemma 19.6.4 | Satz 19.6.5

(81® ) (Ty ® Ty) = ($1T1) ® (SoTh)

(TS '1=T"1gs!

Theorem 19.6.7

T:V-V,8:W-oW — det(T® S) = det(T)3W . dim(S)dimV
19.7 Tensorprodukte und duale Abbildungen
Theorem 19.7.1 ]/ Satz 19.7.3 | Korollar 19.7.5

Ay :U*@V* — (U V)* sodass x(f ® g)(u®v) = f(u)g(v)



10 :U*®V — Hom(U, V) sodass O(f ® v)(u) = f(u)v

3 kanonischer Isomorphismus End(V) =2V @ V*

19.9 Das symmetrische und alternierende
Produkt

Bemerkung 19.9.1

V®T ::|V®V®...®V

7 mal

cE€ES, 1RV - Qu, €EV®:0(v;QuUa® -+ Q) = Vg(1) @ Vg(2) ® - @ Vg(r)

Definition 19.9.2: Symmetrisches Produkt / Beachte
19.9.4

Sym"V :={v e V¥ |o(v) =v,Vo € S} < V&

Definition 19.9.6: Symmetrisches Produkt als Quotient /
Satz 19.9.7

U=LH{v—o(v) |veVe®} Ve SV .=V /U
Sym"V =~ STV
Theorem 19.9.10

dimV =n — dimSym'V = (”J”'_l)

r

Definition 19.9.12: Alternierendes Produkt
A"V := {v € V& | o(v) = sgn(o)v, Yo € S,}

Satz 19.9.14

V®V 2 Sym?V & Alt*V

Definition 19.9.15: Alternierendes Produkt als Quotient /
Notation 19.9.17 | Lemma 19.9.18 | Satz 19.9.19

U= LH{v—sgn(o)o(v) |ve VE} <V NV =V /U



A : V¥ — ATV als natirliche Projektionsabbildung mit
ANV ®: - Qu,) =v1 A+ Aoy,

A ist r-linear und alternierend.
A"V = A"V

Theorem 19.9.20

dim ALtV = (")

Korollar 19.9.22

r>dimV — A"V ={0}
dim A"V =1 mitwvy,...,v, Basisvon V. — wv; A --- A v, Basis von A"V

Theorem 19.9.24

v1,...,V, Basisvon V, A = (a;;) € My, (K) mit

w; = ?Zlaijvi — wi A Aw, =detA-vi A--- Av,.



