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1 Quiz 19: Losungsvorschlag

1.1 Aufgabe 19.1

Da die Orthogonalitdt durch Addition und Skalarmultiplikation nicht verloren geht,
erhalten wir einen Unterraum W, der genau alle Vektoren enthélt, die orthogonal zu x
sind. Wir suchen also Vektoren w, die Folgendes erfiillen:

w1 1
w=|lwy| Lz=1]1 (1)
w3 1
— 0= (z,w) =w +wy + ws (2)
w1
= w= wa (3)
—Ww1 — w2
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= W =span w2 € R3|wy,ws € Ry =|span 01,1 =...
—w1 — W2 —1 -1

(4)

1.2 Aufgabe 19.2

Wir setzen in die Formel fiir die Projektion ein, wobei «Projektion [...] auf z» die Abbil-
dung proj, meint:
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2 Feedback Serie 18

2. Der Eigenvektor in einer Jordankette kann irgendeiner aus dem Eigenraum des
Eigenwerts sein und muss nicht einer der (kanonisch) berechneten sein.

Beachte auch immer, dass die Jordankette in umgekehrter Reihenfolge (also mit
dem Eigenvektor am Anfang) geschrieben werden muss, dass die 1-Eintrége iiber
der Diagonalen stehen und nicht darunter. Dies kann man sich merken, da der erste
Eintrag im Jordanblock der einzige ist, der einen Eigenvektor «erzeugty, womit der
Eigenvektor der Jordankette an erster Stelle stehen muss.

5. Hier braucht es eine Begriindung, wieso die gefundene Jordansche Normalform
denn eindeutig ist (beispielsweise mit den Eigenschaften des minimalen und cha-
rakteristischen Polynoms angewendet auf die Jordanblocke).

3 Theorie-Recap letzte Woche

Behandelte Themen: Erzeugung innerer Produkte, Orthogonalitit und Gram-Schmidt-
Algorithmus.
3.1 Zusatzliches Material

Notation (Lineare Hiille). Um Verwechslung mit dem inneren Produkt zu vermeiden,
schreiben wir fir die lineare Hiille einer Menge S ab jetzt:

span(S) = ((S)) = LH(S). (6)

Ein kleines, aber wichtiges Detail zum Satz des Pythagoras: Konventionell wird nur
die Aussage, dass zwei orthogonale Vektoren die bewiesene Eigenschaft haben, als Satz
des Pythagoras bezeichnet. Die Riickrichtung gilt ebenfalls (Ubung), wird aber meist
nicht genannt.

4 Aufgaben

(Inspiriert von Aufgabe FS00: 8) Eine Anleitung fiir die Konstruktion von inneren
Produkten: Angenommen, wir haben eine Basis {vy,...,v,} eines n-dimensionalen
Vektorraumes mit folgenden Aufgaben:

1. Schreibe ein inneres Produkt hin, beziglich dessen die gegebene Basis ortho-
normal ist.

2. Schreibe das innere Produkt als Matrix in der Standardbasis auf.

Mein Losungsvorschlag fiir solche Problemstellungen:




1. Wir definieren das innere Produkt folgendermassen: (v;,v;) := d;5, wobei 0;;
das Kronecker-Delta bezeichnet. Damit haben wir bereits beide Voraussetzun-
gen erfiillt: Orthogonalitdt mit (v;,v;) = 0,Vi # j und Normalisierung mit

(vj,v5) = 1,Vj.
2. Dieses innere Produkt nun in der Standardbasis hinzuschreiben benétigt etwas
Vorarbeit:
a) Wir schreiben die Standardvektoren {ey,...,e,} als Linearkombinationen
der v; auf:

€=y aijv; (7)
=1

b) Damit berechnen wir nun das innere Produkt fiir alle nétigen Kombina-
tionen von Einheitsbasisvektoren. Dank der Eigenschaft, dass Matrizen,
die innere Produkte definieren, immer hermitesch (oder symmetrisch fir
R-Vektorrdume) sein miissen, miissen wir nur ”2% < n? Berechnungen

durchfiihren, um die Matrix vollstdndig zu bestimmen: Wir berechnen

beispielsweise (e;, e;), Vi < j.
c) Diese Werte kénnen wir nun direkt in eine Matrix A eintragen, wobei

a;j := (e;, e;) definiert ist. Dies kann man aus der «Matrixnotation» des
inneren Produktes einfach herleiten: (v, u)4 = v A7.

Diese Konzepte kénnen auch auf andere, verwandte Aufgabentypen angewendet
werden: Finde eine Orthonormalbasis beziiglich einer gegebenen hermiteschen Ma-
triz, die ein inneres Produkt induziert.

Besprochene Aufgaben:
o FS00: 3 (inneres Produkt)
o HS04: 1i, ii (Gram-Schmidt)
Weitere Aufgaben:
o HSO00: 5 (inneres Produkt)
o HSO01: 2 (Symmetrie)
o HS03: 2 (Gram-Schmidt)
e FS05: 1 (Gram-Schmidt)

[Tipps zur Serie 19 auf der ndchsten Seite!




5 Tipps zur Serie 19

1.

Priife Positivitdt des inneren Produktes; die Symmetrie und Bilinearitidt folgen
direkt aus der Definition und sind nicht weiter spannend.

. Ein wenig Analysis mit partieller Integration: Wieso konvergiert das Integral?
. Zeige, dass T — /21y injektiv ist (also ker(T' — v/21y/) = {0y }). Wieso reicht das?

. Was kannst du iiber |[u + av||* sagen? Benutze dies und die Eigenschaften der

Norm und des inneren Produktes.

= ist einfach. Um <= zu zeigen, empfehle ich folgende Vorgehensweise: De-
finiere (z,y) := 3(lz + yl|*> — ||z]|* = ly||*) = -~ (?) und zeige zuerst Symmetrie
und Positivitdat. Flir die Linearitdt reicht dank der Symmetrie die erste Variable
(sehr aufwéndig): Beginne mit der Additivitat und folgere daraus die Skalarmulti-
plikativitat mit @« = —1, dann « € Z, verallgemeinere zu o € Q und betrachte die
Abbildung t — (tz,y) — t{x,y), um schlussendlich « € R zu zeigen.

. Priife die Bedingungen an eine Norm und verwende die Summennotation der Spur.

Die Orthonormalbasis braucht kein Rechnen, sondern nur logisches Uberlegen :)

Rechne x " Bz explizit aus und bringe es algebraisch in die richtige Form (aufwéin-
dig), um zu zeigen, dass det B > 0 und a > 0 hinreichende Bedingungen sind.

Benutze die Vektoren
1 0 b

um zu zeigen, dass dieselben Bedingungen auch notwendig sind.
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