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1 Quiz 18: Losungsvorschlag
1.1 Aufgabe 18.a

Ja, ||| :==||-]I" + ||-]I” ist eine Norm. Wir zeigen Homogenitét:
law]| = flew]l" + [law]|” = o] - ol + laf - [lo]]" = lof - (Joll" + [[o]I") = lad - lvll, (1)
wobei wir die Definition von ||-||, die Homogenitét der beiden vorhandenen Normen und

wieder die Definition angewendet haben; Nicht-Degeneriertheit:
[oll =0 = [lo]" + [lv]|" =0+0 = v =0y, (2)

wobei wir die Definition und die Nicht-Negativitit (||v]]’ = —||v]|” > 0) und Nicht-
Degeneriertheit der beiden vorhandenen Normen angewendet haben; Dreiecksunglei-
chung:

lv+wif = [lv+w|" + [lv+ wl” < ol + [lw] + [[v]” + [lw]” = ol + flw],  (3)

wobei wir die Definition und die Dreiecksungleichung fiir die vorhandenen Normen an-
gewendet haben. O

1.2 Aufgabe 18.b

Nein, ||-] := min{]|-|/', |||} ist keine Norm. Homogenitdt und Nicht-Degeneriertheit
funktionieren, aber fiir die Dreiecksungleichung lasst sich ein Gegenbeispiel finden: Wir
nehmen V = R? mit den Normen

)] =2 |

(Ubung: Uberpriife, dass diese Funktionen wirklich Normen darstellen.), und zeigen fiir
die beiden Einheitsvektoren, dass

2

= ||+ 2ly] (4)

ler +e2f| = min{2 41,142} =3 £ 2 = min{2, 1} + min{1,2} = ||es|| + [lez]|. O (5)
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4. Vorsicht: Komplemente sind nicht eindeutig! Es gilt fiir V = K?2,0(A) = {\, u}
zwar, dass V = E\ @ Ew aber wenn dann beispielsweise E\ = (e1), dann folgt
daraus nicht automatisch, dass E, = (e2) ist! Denn erstens wire auch (e; + es)
ein Komplement zu E)y, und zweitens muss der zu p gehorige Eigenvektor nicht
unbedingt e; oder e; + e sein. Daher miissen alle verallgemeinerten Eigenrdume
immer komplett ausgerechnet werden.

6. Leider ist der Eigenvektor S%v der gesuchten Jordankette {v, Sv,S?v} mit S :=
A — A14 nicht immer einer der «kanonisch berechneten» Eigenvektoren (hier kon-
kret, da der Eigenraum zweidimensional ist und damit jede Linearkombination
ein weiterer Eigenvektor ist und nicht alle funktionieren). Um den gewiinschten
Eigenvektor trotzdem zu finden, betrachte S?v # 0y und S3v = 0y, womit also
v € ker $3 und zusitzlich v ¢ ker S? gelten muss. (Wenn dim ker S? > dim ker S?
gilt, dann wird «fast jedes» v € ker S3 funktionieren (da man sehr viel Gliick haben
muss, um in einem niedriger-dimensionalen Unterraum zu landen), womit ich euch
empfehlen wiirde, bei unterschiedlichen Dimensionen Zeit zu sparen und einfach
ein v € ker $% auszuprobieren. )

3 Theorie-Recap letzte Woche

Behandelte Themen: Normen, Innere Produkte.

3.1 Zusatzliches Material

Iv+wil = [IvIl+]wll

Abbildung 1: Dreiecksungleichung in R?

Beispiel 1 (Beispiele wichtiger Normen). Die Standardnorm auf K™:

. 1/2
o] := (ZI%‘F) (6)

J=1



Diese kann mit der p-Norm verallgemeinert werden:

n 1/p
[v]lp :== (Z|Uj|p) : (7)
j=1

wobei 1 < p < oo gilt.
Fiir p =2 erhalten wir somit die Standardnorm.
Fiir p =1 erhalten wir die Summennorm:

ol = iw ®)

Fir p — oo erhalten wir die Maximumsnorm:

[0]lo0 = I;.%f |01 9)

(Den Beweis fir diesen Grenzwert findet man beispielsweise auf Wikipedia: https: //
de. wikipedia. org/wikt/ P-Norm# Mazimumsnorm..

Die Definition fiir das innere Produkt auf reellen Vektorrdumen geht direkt aus
der Definition fiir komplexe Vektorrdume hervor, denn:

a=a Vi@eeRCC <= acCAIma=0) (10)

Die Begriffe «Inneres Produkt» und «Skalarprodukt» werden héufig dquivalent
fiir dasselbe verwendet.

Beispiel 2 (Beispiele wichtiger innerer Produkte). Das Standard-Innere Produkt auf
K":

(v,w) := ZijTj (11)
j=1

Ein hiufig benutztes inneres Produkt auf C°([a,b]) (dem Raum der stetigen Funktionen
auf dem abgeschlossenen Intervall |a,b]):

(o= | ' f(e)a(@) da (12)

Die Definition der Definitheit aus der ersten Ubungsstunde impliziert (fiir sym-
metrische Matrizen) die Definition der Definitheit aus der Vorlesung. Um dies zu
beweisen, braucht man aber den Spektralsatz, der zuerst noch einige Vorarbeit in
der Vorlesung benétigt.



https://de.wikipedia.org/wiki/P-Norm#Maximumsnorm
https://de.wikipedia.org/wiki/P-Norm#Maximumsnorm
https://florian-frauenfelder.ch/ta/linalg/handout-01.pdf

4 Aufgaben

Beispiel 3. Zeige die Dreiecksungleichung fiir folgende Norm.:

= 12+ )2 (13)

Tipp: Benutze die Dreiecksungleichung fiir die beiden gegebenen Normen ||-||', ||-]|”
und quadriere zweimal, um die Wurzeln zu entfernen.

Aufgaben mit HSxx oder FSxx sind aus der Priifungssammlung des VMP entnommen:
https://exams.vmp.ethz.ch/category/LineareAlgebralll
Weitere Aufgaben:

o FS02: 6 (Definitheit)
o HSO05: 2a (symmetrisch)
o FS06: 7h (inneres Produkt)

o HSOT7: 5a (Skalarprodukt, Definitheit)

[Tipps zur Serie 18 auf der ndchsten Seite!



https://exams.vmp.ethz.ch/category/LineareAlgebraIII

5 Tipps zur Serie 18

3. N3 = 0343

b) Betrachte dieselbe Form wie in (a) fiir eine andere nilpotente Matrix und
benutze A1 = 1.

c¢) Schwierig: Betrachte die Jordannormalform und beweise die Aussage fiir die

einzelnen Blocke, benutze dazu (a) und (b).

5. Uberlege die die Eigenschaften des Minimalpolynoms und wie es mit der Jordan-
normalform zusammenhéngt.
6. a) Schreibe die Reihe in eine endliche Summe um, mit n° = id.
b) Schreibe die Reihe in eine endliche Summe um.
c) Aufwindig: Benutze die Taylorreihen von expz und log(1l + x) und rechne

explizit durch.

7. Argumentiere mit den Eigenschaften einer Blockdiagonalform und beweise die Be-
hauptung fiir die Jordanblocke.

8. Schwierig: Schreibe das Gleichungssystem um in die Form Au = Oy, mit u =
(z,s, —1)T, und benutze die Eigenschaften der Vandermonde-Matrix aus vorheri-
gen Serien.
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